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Resumen

Se presenta una variante del algoritmo de retorno radial para
integracion de las ecuaciones de clastoplasticidad usando cle-
mentos cuadrilateros bilincales con esquemas de integracion
numérica con puntos en los medios de los lados. Estos puntos
de intcgracion en principio son utilizados para cl calculo dc la
matriz de rigidez dcl clemento, producicndo una cconomia en
la cantidad de evaluacioncs en comparacion con las nceesa-
rias con los esquemas tradicionales de integracion gaussiana.
En este trabajo se introduce ademas cl uso de estos puntos
en el algoritmo de plasticidad. Debido a que cstos puntos
se encucntran en los lados del elemento es posible predecir
los avances del frente de plasticidad con mayor precision
que usando los puntos internos de integracion de Gauss.
Ademas de la ventaja anterior, la utilizacion de estos pun-
tos pcrmite la prediccion de las variables plasticas con
gran precision, pues utilizando informacion de los elemen-
tos vecinos al lado es posible obtener estimativas super-
convergentes de las tensiones y deformaciones cn dichos
puntos. Por otro lado ¢n los contornos del dominio ¢s posi-
ble imponer dircctamente los valores de contorno cn dichos
puntos de integracion.
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1. Introduccion

En este trabajo sc presenta un algoritmo de rctomo radial
modificado aplicado a cuadnlatcros con integracion en los
puntos mcdios de los lados. La necesidad de utilizar plasti-
cidad cn cste tipo de clemento de alta cficiencia llevo a un
nuevo plantco del algoritmo plastico de retorno radial para
ser compatible con la formulacion elemental. Este algontmo
plastico sc utihizara bajo condiciones de deformacioncs infi-
nitcsimalcs, las cualcs involucran la mayoria dc los fenéme-
nos clastoplasticos como scr cn mctales (accros, aluminio y
otras alcaciones). A continuacion s¢ dara una introduccion a
la formulacion clastoplastica clasica para pequciios despla-
zamicntos y dcfor-maciones infinitesimalcs.

1.1. Relaciones constitutivas fenomenolégicas

Las relaciones constitutivas fcnomenoldgicas son modclos

descriptivos del comportamicnto de los materiales ajus-

tables mediante ensayos de laboratorio. En los analisis de

respucsta inclastica, basicamente se encucntran tres condi-

clongs cinematicas:

1. Pcqueiios desplazamicntos / rotaciones y pequciias de-
formacionces

2. Grandes desplazamicntos / rotaciones, pero pequciias
dcformacionces.

3. Grandcs desplazamicnlos / rotaciones y grandes defor-
macioncs.
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Para modelar el comportamiento elasto-plastico de meta-
les, y en particular aceros.

Generalmente se utiliza la ley de fluencia de von Mises con
plasticidad asociada [1], [4] y [S].

En el caso de deformaciones infinitesimales se recurre a mo-
delos clasicos basados en la descomposicion aditiva de la
velocidad de deformacion. En el caso de deformaciones fini-
tas se recurre a modelos basados en la descomposicién mul-
tiplicativa del tensor gradiente de deformaciones [2] y [3].

1.2. Deformaciones Infinitesimales

Usando la descomposicion aditiva de diferenciales de de-
formacion:

de. =de”; +de” M
y

Elincremento de tension esta dado por la siguiente relacion

2)
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Donde:
. Ci’:}rs : componentes del tensor constitutivo eldstico

. de; j : componentes del tensor incremento de deforma-
cion total '
. deiEj : componentes del tensor incremento de deforma-
cion elastica
. des : componentes del tensor incremento de deforma-
cion plastica

Para calcular las deformaciones plésticas, en el caso de
metales, se utilizan tres leyes para caracterizar el compor-
tamiento del material:

1. Condicién de fluencia de von Mises.

2. Una ley de flujo pléstico asociada usando la funcién de
fluencia de von Mises, que relaciona el incremento de de-
formacion plastica con las tensiones.

3. Una ley de endurecimiento, bilineal o multilineal, is6-
tropo o cinematico, la cual especifica como es modificada
la funcién de fluencia durante el flujo pléstico.

1.3. Condicion de fluencia de von Mises

Se define la tension hidrostética en el instante de tiempo t
como:

1
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donde 6kl es el delta de Kronecker:

5 1’k=[(1 k,l<3)
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Se pueden expresar las componentes del tensor de ten-
siones como:

t t t
Ul_']'=sij+ Gm 6’] 5)

Siendo:
. Sij : componentes del tensor de tensiones desvia-
doras

¢ Uij5ij : componentes del tensor de tensiones hidros-

taticas

Despejando se obtiene la expresion de las componentes
del tensor de tensiones desviadoras,

t _t _i (6)
s;=0,— 0, 6,.1.

Se define una funcién de fluencia t, en la cual los estados
tensionales de inicio de plastificacion son aquellos que
verifican:

tfy _! fyt(O',-j-lePij)= 0 @)

Parat <0 los puntos se encurntran bajo en estado elasti-
co. Aquellos puntos que se encuentran sobre la superfi-
cie de fluencia (t = 0) indican flujo plastico.

La condicién de fluencia de von Mises se escribe como:

= %(g—’g):(g—’g)—é(’% )y=0

(8)
donde
. ts es el tensor de tensiones desviadoras al instante t
ot representa el corrimiento del centro de la super-

= ficie de fluencia (“back stress tensor™) en el ins-
tante t

4
« O tension de fluencia en el instante de tiempo t=I
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La deformacion plastica efectiva se escribe como,

®

donde deP es el tensor de incrementos de deformacion
plastica diferencial y sus componentes quedan definidas
por la ecuacion de la ley de flujo plastico.

1.4. Ley de flujo plastico

Para este tipo de materiales (metales) la ley de flujo plasti-
co es asociada y por lo tanto [1], [4], [S]:
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Siendo dA un parametro pléstico.

1.5. Leyes de endurecimiento por deformacion plastica

La funcion de fluencia para el caso de endurecimiento is6-
tropo se reduce a,

1, =%(’£:t£)‘%(’0y )2= 0 .y

Esta ultima funcion de ley de fluencia define un cilindro en
el espacio de las tensiones principales cuyo eje de simetria
(linea hidrostatica) forma un angulo de 45 con cada uno
de los ejes coordenados de las tensiones principales. En
otras palabras, la superficie de fluencia de von Mises en el
instante de tiempo t esta representada por la superficie de
un cilindro circular de radio g = _'ay cuyo eje de revo-

lucién coincide con la recta de estados de tension hidros-
tatica donde las tensiones principales son iguales entre si.
Para el caso de ley de endurecimiento cinemdtico,

£ HeeMe)-1o oo

(12)
Hasta aqui se han presentado las ecuaciones que descri-
ben la plasticidad infinitesimal. Respecto al algoritmo,
basicamente consiste en estimar las tensiones predictoras
elasticas y corregirlas, en caso de ser necesario, para que
cumplan con las condiciones de la superficie de fluencia. A
continuacion se muestra un esquema grafico del algoritmo,
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Yield stress

Effective
plastic strain

Figura 1: Curva de tension de fluencia en funcidn
de la deformacidn plastica efectiva

Radial Retum

Figura 2: Esquema del algoritmo de retorno radial

El algoritmo de retorno radial clasico para cada uno de los
puntos de integracion de la matriz de rigidez elemental y
del vector de fuerzas internas equivalentes puede resumir-
se en los siguientes pasos:

Calculo de las deformaciones totales.

Calculo de las tensiones predictoras elasticas.

Calculo de las tensiones desviadoras.

Célculo de los parametros plasticos.

Correccion de las tensiones (Retorno Radial).

Calculo de las deformaciones plasticas.
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7. Calculo de la matriz constitutiva elasto-plastica.

8. Calculo del aporte a la matriz de rigidez elemental.

9. Adicion del aporte a la matriz de rigidez elemental.

10.Célculo del aporte del vector de cargas internas equiva-
lentes.

11. Adicidn del aporte al vector de cargas internas equiva-
lentes.

2. elemento cuadrilatero con integracion en
los puntos medios de los lados

El elemento cuadrilatero de 4 nodos con integracion en los
puntos medios de los lados [6] se esquematiza en la si-
guiente figura,

Este elemento se caracteriza por poseer los puntos de in-
tegracion en los puntos medios de los lados. Los pesos de
integracion de dan en Figura 3.
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Figura 3: Elemento cuadrilatero de integracion en los lados

3. Algoritmo de retorno radial modificado

Como ya se ha sugerido anteriormente, el algoritmo de retor-
no radial modificado tiene como objetivo la implementacion
de un algoritmo de plasticidad al elemento de integracion en
los puntos medios de los lados.
Debido a que el elemento empleado tiene un punto central
y 4 en los puntos medios de los lados, que a su vez son
compartidos con los elementos vecinos, la aplicacion del
algoritmo de retorno radial varia segtn el tipo de punto de
integracion, a saber:
— En caso del punto central se utilizara el algoritmo clasico.
— En caso de los puntos medios de lado se utilizara el algo-
ritmo modificado.
Basicamente el algoritmo modificado se basa en la forma
de calcular las deformaciones en dicho punto. A continua-
cion se muestra el calculo del tensor de deformacion en el
punto.

elemento e1 elemento e2

Figura 4: Calculo de las deformaciones en el punto medio
del lado

(13)

La ecuacidn anterior muestra que el tensor de deformacio-
nes en el punto medio del lado se obtiene como el promedio
de las deformaciones evaluadas en el centro del elemento.
Una vez obtenidas las deformaciones se procede con los pasos
2 al 11 del procedimiento descripto anteriormente. Debe no-
tarse que este punto compartido por sus dos elementos vecinos
va a acumular sus correspondientes parametros plasticos a lo
largo de todo el proceso de carga.

4. Conclusiones

En este trabajo se presentd un algoritmo de retorno radial
modificado aplicado a elementos cuadrilateros de integra-
cion en los puntos medios de los lados.
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