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Formulaciones de Elementos Finitos Lineales
y No Lineales con aplicaciones a Ingenieria Civil

Estado actual del conocimiento

del tema

La necesidad de resolver problemas
complejos en ingenieria ha llevado a
contar actualmente con herramientas
de simulacién numérica capaces de
reemplazar costosos ensayos de pro-
totipos y que permiten evaluar rdpi-
damente diferentes alternativas de di-
seno. Hoy en dfa el uso programas de
computacién basados en el método
de elementos finitos es prdcticamen-
te de uso generalizado en los dmbitos
de ingenieria, y son un componenete
indispensable del disefio asistado por
computadora (CAD). La gran mayo-
rfa del software comercial disponible
actualmente [1,2,3,4] dispone de una
gran capacidad de andlisis de proble-
mas elastopldsticos, sin embargo no
adecuadamente

estan preparados

para llevar en cuenta la presencia y la
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influencia de imperfecciones geomé-
tricas en el andlisis.[5]

El tratamiento numérico adecua-
do de la elastoplasticidad permite
el andlisis de problemas de interés
tecnolégico, como por ejemplo la
resistencia de uniones roscadas [6],
obviando la necesidad de costosos
ensayos y potencia la capacidad de
disefio.Por otro lado las formulacio-
nes de elementos finitos actualmen-
te en uso [7,8,9] son extensiones
mejoradas de desarrollos originados
hace 30 a 40 anos [9], cuando no se
encontraba difundido el cdlculo pa-
ralelo. El célculo paralelo consiste en
utilizar computadoras con muiltiples
procesadores. Las computadoras pa-
ralelas comenzaron a difundirse en la
decada de los 80 e inicialmente eran
muy costosas, pero hoy en dfa esta
tecnologia se estd imponiendo en las
PCs con la introduccién de procesa-

dores de varios nucleos [11, 12]. La
adecuacién de los cédigos para ser
utilizados eficientemente en estas
arquitecturas de computadoras ha
demostrado que no es suficiente con
adaptar formulaciones originales con
nuevos métodos de solucién [13], es
necesario también optimizar las for-
mulaciones de elementos finitos para
explotar toda la capacidad.de las nue-
vas computadoras. La mayoria de los
cédigos utilizan elementos cuadrild-
teros o hexaédricos que no son los
mds adecuados para la discretizacién

automdtica del dominio.

Podemos concluir que las técnicas ac-
tualmente empleadas para el andlisis
de problemas elastopldsticos con im-
perfecciones no estin completamen-
te desarrolladas, siendo su estudio de
importancia para el tratamiento ade-
cuado de problemas de interés tec-
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noldgico en el diseno de estructuras
civiles y mecdnicas

Formulaciones de Elementos Fini-
tos 2D

El uso de distintas formulaciones de
elementos finitos en la ingenieria civil
se debe a los distintos problemas que
se presentan. Es el caso de estructuras
tipo vigas pared el cual responde a
un estado plano de tensiones, tineles
(estado plano de deformaciones), tu-
berfas (estado axil simétrico).

Para cada uno de estos estados se pue-
den emplear formulaciones diversas
de elementos finitos, a continuacién
se presentan cinco de ellas. Comen-
zando por la de valor predictivo mas
bajo (Elemento estdndar de 4 nodos
de interpolacién) a la mas alta (ele-
mentos de 9 nodos de interpolacion
de desplazamientos y 3 de presiones).
En la Figura 1 se muestran las dis-
tintas formulaciones de elementos
finitos por interpolaciéon de despla-
zamientos y formulaciones mixtas.
El elemento a utilizar en los andlisis
dependerd de la geometria, de la pre-
cision deseada y del hardware dispo-

nible.
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Figura 2: Ecuaciones diferenciales para plasticidad con pequenas deformaciones y
pequenios desplazamientos.

Elementos Finitos No Lineales:
Elastoplasticidad

Las relaciones constitutivas feno-
menoldgicas son modelos descrip-
tivos del comportamiento de los
materiales ajustables mediante ensa-
yos de laboratorio. En los andlisis de
respuesta ineldstica bdsicamente se
encuentran tres condiciones cinemd-
ticas:

1. Pequefios desplazamientos / rota-
ciones y pequefas deformacio-
nes.

Q2P1-9N

Figura 1: Distintas formulaciones de
elementos finitos

2. Grandes desplazamientos / rota-
ciones, pero pequefas deforma-
ciones.

3. Grandes desplazamientos / rota-
ciones y grandes deformaciones.

Para modelar el comportamiento
elasto-pldstico de metales, y en par-
ticular aceros, generalmente se utiliza
la ley de fluencia de von Mises con
plasticidad asociada

En el caso de deformaciones infini-
tesimales se recurre a modelos cldsicos

Curva general de fluencia
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Representacion geométrica del analisis elastoplastico
{usando el algoritmo de Retorno Radial)

Figura 3: Algoritmo de integracion de las ecuaciones diferenciales.
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basados en la des-
composicion  aditi-
va de la velocidad
de deformacion [6,
7, 17 a 23]. En la
Figura 2 se detalla
el sistema de ecua-
ciones diferenciales

a resolver para el
caso de elastoplasti-
cidad con pequenas
deformaciones vy
pequenos desplaza-
mientos.

El sistema de ecua-
ciones diferenciales
descripto se debe resolver mediante

anteriormente

algin esquema de integracién numé-
rica. Se adopto el esquema de Retor-
no Radial el cual permite integrar las
ecuaciones diferenciales en un solo
paso de integracion a diferencia de
los esquemas incrementales tradicio-
nales. En la Figura 3 se presenta el
esquema de integracién de Retorno

Radial.

En el caso de deformaciones finitas
(grandes deformaciones) se recurre
a modelos basados en la descompo-
sicién multiplicativa del tensor gra-
diente de deformaciones.

Una formulacién cinemdtica para
analizar numéricamente problemas
elasto-pldsticos con deformaciones
finitas puede ser encontrada en los
trabajos de Lee.

La formulacién cinemdtica de Lee :
La descomposiciéon multiplicativa del
tensor gradiente de deformaciones,
estd basada en un modelo microme-
cdnico de plasticidad en metales.

A continuacién se presenta una “des-
cripcién intuitiva’ de la descompo-
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La Figura 4 siguiente esquematiza las tres configuraciones:
(1) Configuracién de referencia, (2) Configuracion inter-
media y (3) Configuracion espacial.

sicion multiplicativa del tensor gra-
diente de deformacién.

Se asume una configuracién de refe-
rencia libre de tensiones y deforma-
ciones y una configuracién espacial
) “w. »

para un paso de tiempo “t”. Las de-
formaciones en esta configuracién
espacial se componen de una parte
eldstica y de otra parte pldstica.

Si ahora se corta la configuracion es-
pacial en volimenes hexaédricos in-
finitesimales y se asume un proceso
de descarga eldstico para cada uno de
estos volimenes, se alcanza una con-
figuracion libre de tensiones llamada
configuracion intermedia.

Los hexaedros infinitesimales obte-
nidos luego de la descarga eldstica
no conformardn un continuo en la
configuracion intermedia, ya que la
compatibilidad de deformaciones fue
abandonada desde el momento en
que se produjo la particién del conti-
nuo en la configuracion espacial. Por
lo tanto, la configuracion intermedia
no es propiamente una configuracién
debido a que no existe un mapeo bi-
yectivo entre las particulas de mate-
rial y R3.

La descomposicién multiplicativa del
tensor gradiente de deformaciones se
expresa como

m
I
I
o
:
:
o
o

+
-
4

L I 7 l- J
ﬁg —_— O_ . 0 " 4

Tensores ortogonales de rotacion
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A continuacién se detallan definicio-
nes y criterios usados en la Formula-
cién TLH (Total Lagrangian-Hencky
Formulation) [7].

Se define el tensor eldstico de defor-
macién de Hencky y su conjugado

energético,
2H, — ln(‘(,(g)
L =R ('Z)

Donde el tensor conjugado energéti-
co es un pull-back del tensor de ten-

siones de Kirchhoff.
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En la configuracién espacial, la fun-
cién de fluencia en términos de las
tensiones de Kirchhoff; aplicando la
operacién de pull-back usando el ten-
sor eldstico de rotacién, se obtiene:

e 'L _ : parte desviadora del tensor ‘T
=r =

o ‘a : tensor back-stress

e ‘o, : tension de fluencia

Para la evaluacion de las variables
plasticas se utiliza,

Para la evaluacién de las variables plasticas se utiliza.

Donde:

Para la evaluacién de las variables pldsticas se utiliza,

Donde:

h=h(%,)

Imponiendo la condicién de mdxima
disipacién pldstica (plasticidad aso-
ciada), se obtiene,

= [(r,—8):

Donde th es la constante a determi-
nar a partir de la condicién,

Valida durante carga pldstica.

Para el caso de un incremento nulo
de deformacién pldstica y a partir de
la expresion de la energia libre

ty =t (LH.) + W,(t0,tB
se obtiene,
L a'w,
L=0r
= A
. 1* E ¢
W, == H,: C* > gH,
20— = =L
Donde C'E es un tensor eldstico de cuarto orden i Otropo.
Se obtiene,
V=" W (H) + "W,('e,t B
se obtiene,
¢
W,
= H.
E .t
O o
Donde CF es un tensor elastico de cuarto orden isétropo.
= \l"‘;)i - "W,('e, ' B
se obtiene.
- e
=" H.
5 g E ¢
W, =-H, : CF:'H
T =t" = b

Donde C'F es un tensor eldstico de cuarto orden isétropo.

La formulacién presentada es solo
para las consideraciones de deforma-
ciones finitas. A esto se le sumaran las
consideraciones de las propiedades
del acero en funcién de la tempera-

tura y de las velocidades de deforma-
cién.

Consideraciones de Contacto

Formulaciones de contacto deberdn
ser desarrolladas para poder imple-
mentar la interaccién entre el herra-
mental y el producto a laminar. (7,

8,9, 10)

En la Figura 5 se muestra un esque-
ma de contacto para dos superficies
las cuales se encuentran discretizadas
por sus nodos, donde una de ellas se
define como target y la otra como

contactor.
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Figura 5: Esquema de superficies de

contacto.
Conclusiones

En primer lugar se presentaron dis-
tintos tipos de elementos finitos,
considerando aquellos de interpola-
cién de desplazamientos e interpola-
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cién de desplazamientos y presiones
(mixtos). El elemento a utilizar en los
andlisis dependerd de la geometria, de
la precisién deseada y del hardware

disponible.

En segundo lugar se presento una
formulacién completa de elasto-
plasticidad para pequenas y grandes
deformaciones. Con este tipo de
formulaciones se pueden encarar las
resoluciones de prdcticamente cual-
quier problema en deformacién de
metales.

Finalmente se describieron las consi-
deraciones fundamentales de los pro-
blemas de contacto.
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