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Solucidn de un campo estacionario de
temperaturas en una placa irregular

utilizando métodos numeéricos

Resumen: Se presenta una visualiza-
cion del campo estacionario de tempe-
raturas en una placa plana irregular,
donde se muestra la utilizacion de
diversos recursos tecnologico-numéri-
cos en el desarrollo de las actividades.
El método de los elementos finitos de
acuerdo a la implementacion de Galer-
kin (FEM-GALERKIN) es la tecnolo-
gia elegida para dicho propdsito. Esto
se lleva a cabo utilizando la plataforma
Julia que presenta, adicionalmente,
una introduccion a la programacion
para computacion de alto rendimiento
(HPC).
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1. Introduccion

Se presenta una visualizacién del
campo estacionario de temperaturas
en una placa plana irregular, donde se
muestra la utilizacién de diversos recur-
sos tecnoldgico-numéricos en el desa-
rrollo de las actividades. Se muestra
de esta forma el aporte al aprendizaje
y conceptualizacion de las propiedades
de las ecuaciones de conservacién que

se enseflan en los cursos de ecuacio-
nes en derivadas parciales. El andlisis
multidisciplinario propuesto (Fisico,
matemdtico, computacional) da un
enfoque comprensivo permitiendo una
rdpida extensién de los resultados a
problemas précticos. La implementa-
cién del cédigo se lleva a cabo utili-
zando la plataforma Julia que presenta,
en forma adicional una introduccién a
la programacién para computacion de
alto rendimiento (HPC).

Este trabajo surgi6 a partir del dictado
de un curso de formacién sobre intro-
duccién a los elementos finitos.

Para la validacién de los modelos
numéricos basados en las leyes de con-
servacion de la mecénica del continuo
se puede, en algunos casos, contar con
la solucién analitica que es la funcién
escalar que satisface las leyes de con-
servacion para el problema analizado.
El modelo numérico propuesto es
FEM-Galerkin [1], que es una meto-
dologia para encontrar una aproxima-
cién a la resolucién de las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales
[3]. Normalmente el problema fisico
se expresa mediante una ecuacién
diferencial en derivadas parciales,

integrandola por medio de la eleccién
de una funcién de peso se llega a una
ecuacion integral mas fécil de resol-
ver. Para la implementacién de este
modelo se selecciond la plataforma
Julia [2], la cual presenta un alto nivel
de abstraccion que permite expresar las
diferentes operaciones matematicas en
forma simple. Esta plataforma permite
simplificar el desarrollo de soluciones
de HPC mediante una completa biblio-
teca de funciones optimizadas para
arquitecturas de memoria compartida y
memoria distribuida.

2. Marco Teorico

Se resuelve el siguiente problema
diferencial (ecuacién de Laplace) que
representa al campo de temperatura
estacionario u, en un dominio plano
irregular D [4].

a%u
dx?2

*u
+ 6_2 == 0
Y (1)
D es el dominio de resolucién del
campo de temperatura. Definiendo la
frontera del problema estacionario de

temperaturas como L; coni=1,...,7.
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Figura 1: Dominio geométrico y su triangulacion.

Las condiciones de contorno son las siguientes
u (x, y) = 4 Vilido en la frontera L6 y L7 2)
Prescripta la derivada en la direccién normal a la frontera o de Neumann:

du .
o (x, y) = X Vilido en la frontera Ly y L4 (3)

ou .
o (x,y) = y Vilido en la frontera Ly (4)

ou x+

—(x,y) = fy Vlido en Ia frontera L1 y L3 (5)

Posteriormente se halla la ecuacién integral equivalente para campos suficientemente diferenciables. La ecuacién (1) mul-
tiplicada por la funcién de peso @, con sus condiciones de contorno es integrada por partes (Green) de lo que resulta la

ecuacion (6).

du

0= [, Vu pdA= [, Vu V¢ dA—gﬁFr(A)an

@ dt )

Discretizando y aproximando mediante interpolacién a la funcién u, se llega a obtener la solucién en los vértices de la trian-
gulacién. Las funciones de base son tomadas como planos construidos en cada elemento de la triangulacién y conforman una
base del espacio funcional discreto de dimension finita [1].

3. Resultados y Visualizacion

Con el trazado de las lineas de nivel se puede reconstruir la funcién escalar de temperaturas y asi poder entender el fend-
meno de intercambio de calor en la placa y con el medio externo. Se observa que el crecimiento es muy suave porque las
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dimensiones de la placa son pequefias y que crece en sentido desde el origen (0,0) hacia el estremo superior en forma radial.
La pequeiia variacion de temperatura que se observa entre el origen y el extremo se debe a que se produce en la parte superior
y extremo derecho un intercambio con el exterior.

La solucidn analitica del problema [4]

0= xy+40)

Esta solucidn cumple con la ecuacidn de Laplace (1) [3] y con las condiciones de contorno (2), (3), (4), (5) . Se puede
visualizar que, si bien la triangulacién es muy poco densa, los resultados numéricos dados por Galerkin comparados con la
solucién analitica resultan de error aceptable, seglin se muestra en la Tabla 1. Se presenta la resolucién como c6digo abierto
en la plataforma Julia la cual puede servir para la solucién de problemas asociados con leyes de conservacion [2].

Figura 2: Lineas de nivel de la funcion u

Tabla 1: Error numérico

X Y A(x,y) u(x, y) Error absoluto
0.2 0.2 4.0383 4.04 0.0017
04 0.2 4.0782 4.08 0.0018
0.3 0.1 4.0291 4.03 0.0009
0.5 0.1 4.0496 4.05 0.0004
0.6 0.1 4.0465 4.06 0.0035

Conclusiones

Se presenta la solucidén del campo estacionario de temperatura en una placa irregular realizada con la metodologia de Galer-
kin de elementos finitos. Se puede visualizar que, si bien la triangulacién es muy poco densa, los resultados numéricos dados
por Galerkin comparados con la solucién analitica resultan de error aceptable. Dicha solucién se implementd mediante la
utilizacién de la plataforma de alto nivel de abstraccion Julia, la que presenta una introduccién a los modelos de computacion
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de alto rendimiento HPC. Se brinda un programa abierto en dicha plataforma computacional apto para su generalizacién a
problemas sobre leyes de conservacion. El enfoque propuesto ha sido aplicado con éxito en el dictado del curso “introduccién
a los elementos finitos” realizado en la Universidad de Belgrano por el Dr. Ariel Fraidenraich y Sr. Maximiliano Pérez.
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