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INGENIERIA

Calculo del transporte y dispersion
de un contaminante arrojado
en una corriente de agua

1. Resumen

El estudio de los mecanismos de
transporte, dispersion y reaccién es
de fundamental importancia para el
tratamiento del problema de la inyec—
ciébn de desechos contaminantes en
una corriente de agua. En general, en
los enfoques numéricos se realiza un
andlisis basado en la conservacién de
masa y momento para el fluido y el
contaminante. Para incluir problemas
donde la conveccién no sea dominante
y para contaminantes no reactivos, se
llega a un modelo no lineal basado en la
ecuacion de Burgers-Fisher que gene—
raliza el modelo lineal de conveccion
dominante presentado anteriormente
por los autores de este trabajo. La reso—
lucién de la ecuaciéon de conveccion
difusiéon se realiza usando el método
SUPG (Streamline Upwinding Petrov
Galerkin). Este modelo se aplica como
ejemplo a un canal con velocidad de
arrastre uniforme al cual se introduce
una sustancia contaminante caracteri—
zada por su coeficiente de dispersion.
Los resultados de la resolucién numé—
rica se presentan mediante graficos de
la distribucion espacial y temporal de
la concentracion del contaminante y se

verifica que son consistentes con los
reportados en la literatura.

Palabras Clave: Ecuacién de Burgers-
Fisher; Ecuacién de Adveccion-Difu-
sion, SUPG (Petrov Galerkin), Trans—
porte y difusion de contaminantes.

2. Introduccion

El estudio de los mecanismos de
transporte, dispersion y reaccidon es
de fundamental importancia para el
tratamiento del problema de la inyec—
cién de desechos contaminantes en una
corriente de agua. Para cuantificar el
efecto de un contaminante caracteri—
zado por sus coeficientes de difusion y
de reaccion en una corriente de agua se
realiza un andlisis basado en la conser—
vacién de masa y momento en un sis—
tema bifasico que incluye a la corriente
de arrastre (agua) y al contaminante'.
La ecuacién de Burgers-Fisher presenta
un modelo general que describe la rela—
cién entre los mecanismos de reaccidon
y de transporte convectivo y difusivo.
Recientemente, A. Fraidenraich et al.

1 RoiG, B., "One-Step Taylor Galerkin
Methods for convection diffusion pro—
blems", Computational and Applied
Mathematics. Vol. 204, pp. 95-101, 2007.

aplicaron este planteo a la resolucion
del problema del transporte y difusion
de un contaminante en una corriente
de agua de velocidad uniforme en
donde consideraron que los términos
convectivos (arrastre de la corriente de
agua) son predominantes respecto a los
difusivos y reactivos.? En efecto, en el
caso estudiado se tomd como hipotesis
que el numero hidrodindmico de Péclet
es »1 (5.0), lo que avala dicha aproxi—
macion. Esto lleva a un modelo lineal
para el transporte de contaminantes en
la situacion descrita.

Si se quieren incluir problemas donde la
conveccion no sea dominante (pensar en
el problema de la difusién de una pluma
de contaminante en un curso de agua
con velocidad de arrastre pequefia o casi
nula, como podria ser el caso del Rio de
la Plata o un lago o costa maritima) el
planteo de la ecuacion de Burgers-Fisher
deberd incluir toda la influencia de los
términos difusivos. Si no se consideran
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las reacciones quiinicas del contaminante, se llega al planteo de un modelo no lineal que generaliza el planteo lineal realizado
anteriormente.

Para la resolucion de este modelo no lineal planteamos una discretizacion de la ecuacion diferencial por medio del método de los
elementos finitos en un régimen convectivo difusivo utilizando el método SUPG (Streamline Upwinding Petrov Galerkin).
Presentaremos la solucion del problema no lineal aplicado al caso de un canal de longitud y velocidad de arrastre determinadas en
funcion del tiempo, cuya consistencia con los resultados reportados en la literatura es verificada.

3. Fundamentos y metodologia

La ley de conservacion en un medio fluido mcompresible puede asimilarse a un caso particular de Burgers-Fisher.> 4 Para
problemas donde la convecciéon no es dominante y no se tienen en cuenta los efectos reactivos del contaminante se llega al
planteo de un modelo no lineal que generaliza el planteo lineal realizado anteriormente por los autores de este trabajo

donde, ¢ es la concentracion del contaminante y k es la difusividad
Las condiciones iniciales y de borde del problema son:

¢(x.0) =, (x),0 <x < LO(Lt) = ¢, (), 0 <t <TI(0.6) =, (£),0 <t <T (2)

La ecuacion (1), junto con las condiciones iniciales y de borde puede ser numéricamente resuelta utilizando la técnica de
SUPG.>¢ Integrando la ecuacion en el dominio espacial tenemos una ecuacion diferencial ordinaria dada por

Mo —D(@)+ Ko =0 (3)
con M maltriz de masa global dada por,

*
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donde ¥i y ¥j son las funciones de base elemental y

T
pik —p & 1
YP=—=w

22K+ ok 2

con h representando al incremento elemental espacial, D(@), ¢s la matriz convectiva global dada por

D UNEN W, “r}l'u"f ij=12
,-(ti’)—EJ; Z (@ | ==dx i j=1,

i=1
siendo K la matriz global de difusividad cuyos elementos vienen dados por
boaw e
s S s ' =12

o OO0t =10 K
ki kJn oy dx,i,j=12 "L *Jn gr fr

Para resolver la ecuacion (3) que es un esquema de ecuaciones diferenciales ordinarias usamos el método de multipasos de Jame-
son. ’
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4. Resultados

Para ejemplificar este estudio, se aplica el modelo dado por la ecuacion (3) al caso de una corriente de agua moviéndose en
un canal de longitud L. La Tabla 1 muestra los pardmetros fisicos y geométricos del problema.

Descripcion Nomenclatura Valor
Tiempo de simulacién total T ls
Longitud del canal L I m
Difusividad k 0.001 m¥%s
Longitud elemental h 0.1'm
Intervalo temporal At 0.0625s

Tabla 1. Pardmetros geométricos y fisicos

La Figura 1 muestra la evolucion de las concentraciones del contaminante a lo largo del canal para varios instantes de
tiempos. Se observa que la velocidad maxima se mueve hacia la salida del canal y decrece temporalmente. Estos resultados
coinciden con los de Codina.

Solucion de Burgers (U=1, k=0.01, L=1.0)
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Figura I: Evolucion de la concentracion del contaminante

5. Conclusiones

Se pudo generalizar el tratamiento del problema de conveccion difusion para el caso de difusion dominante, pudiéndose
comprobar que los resultados son compatibles con los reportados en la literatura. En la solucion obtenida se observa una capa
limite numérica muy pronunciada a la salida del canal (x=0), lo que se evidencia en una mayor pendiente de la solucion.
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