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Análisis del error en un código 
para el estu dto de escurrím tentos 
con grill<) regular no uniforme

1. O b jetivo
El objetivo en este articulo consiste en 
analizar el comportamiento del cód ^ o 
de cálculo I n c o m p a c t3 d  (el cual viene 
siendo descripto y utilizado en núme­
ros anteriores de la revista Atenea) en 
cuanto al error causado por la densifi­
cación de la malla de c alculo en una 
dirección.
En la primera parte del tca°njt haremos 
una breve descripción del problema di 
los vórtices de Taylor-Gscnn, tienda .  
configuración de escurrimiento elegida 
para realizar la validación del código. 
En la segunda parte haremos un estu­
dio sobre el comportamiento del error 
para el caso
de utilizar la densificactóo en la direcs 
ción ya implementada en trabajos pre­
vios (Gronskis et al., 2(1 S).
2. V órtices d e  Taylcr  Gee a n

El problema de los vó ices de Taylor- 
Green en dos dimensiones es una herra­
mienta que puede ser ilizada para la 
validación de códigos do que se trata 
de un problema teórico que dispone de 
una solución analítica conocida.
Taylor y Green utilizaron una expansión

oóinSóPec ec t i iinmuo pi ra conUiar la avoiueiód temporal da r c  flujo ineompreoiblc. 
Un don dimencionns, pora ni caso Ca un domini i  cuacSedo de ineneño Go n ío  = S 
eon eodchcionca Pa borde periódicas o de deslizamiento libre, los vórtices surgen 
dadas las condicionesúueiales para tiempo t = 0:

u(x,y,[)) = Hin(2írrr) cos(2r>ry) 

y, 0) =  — cos{2-?ra:) sin(2íry)

donde u =  u (x ,y , t)  y o o vCx̂ p d o n los oomponente s l e in ceiccidadcn la dineo- 
cióe  x  o y «̂̂ sĵ ê td’ŝcm^rCe. n ^ csln l̂po nnalínea l e eai ecuacionei dd Ncvic s
Stokes para este problema se escribe como:

u(a;, y,t) — sm(27rj5)cos{2íry)e-4,rarf
v{x,y, t) = -  c o f i ( 2 7 r d : )  s i n ( 2 í r ; ( / ) í ; _Jt7r2rí

Enlasfiguras4.1y4.2serepresentanlasvelocidadessoluciónparaladirección 
x  (horizontal)yparaladirección y  respectivamente, parauntiempo t  =  0 .5 .S e  
puede de aquí deducir que no existe flujo entrante o saliente al dominio y por 
consiguiente el valor de la velocidad es cero en los bordes del dominio para la 
componentenormalaestos.
Enlafigura4.3semuestra la componente z  de la vorticidad correspondiente a los 
campos de velocidades ilustrados anteriormente.
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Componente x de la velocidad
1 0.96 

I  0.72 

I  0.48

■ 0.24

■ 0.00 

L -0 .24  

I  -0 .48

Í-0 .72  

-0 .96  

x/D

Figura 4.1: Isolíneas d e  la com pon en te de la velocidad en la dirección x, con L x = Ly = l , t  =  0,5. (Solución analítica)
Componente y de la velocidad
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Figura 4.2: Isolíneas d e  la com pon en te de la velocidad en la dirección y, con Lx = Ly = l , t =  0,5. (Solución analítica)

XJ D

Figura 4.3: Isolíneas d e  la com pon en te de la velocidad en la dirección z , con  L . = Ly = l , t  =  0,5. (Solución analítica)
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3. Ese^cJ¡o y ' <̂TNĉ ¿̂ ck)n ĉE?lcc ĉ̂ ¡ĉ OF̂<̂r(chader ŝ¡fk,acHnn eri ur Êi d irección

Para poder realizar el análisis y la. validación del código considericemoe distincas medicicnes ó); error. La figura á .4muestra 
el Cdadrade cantrade en el dóia;rnc(c disccatiradc roóre el cual medirerno) na earos. Ln arzón ror la ruri ir mediciín  ó l̂ o ror 
se lleca n nrboaodra estecoadrad o y no ronre r l dominlocom pleto reside en r in ecd ó de o ue lo d co sificació n concentra los 
purtos
en el crntre d eld omimo. Vm o c a dafimr n ntilizartre r vrri8Claec distmtac o d a m cOir r l rnde.L a  definición de error que 
utilireidmos ccra lc del error cuadrático medio en el cuadrado, definido como:

r  1 1E rro rj = -------
n i j  m y

n

m x
E UóO ean e ti) - ^ r^ nirn
i —l j e i

donf e m u y m y  sonlosnúmerosdepuntoscontenidos dentrodelcuadradoenlas
direcd()nes e a n  resoeearecmentc; 0 0 8 1̂1:11 0 6  lar ncmponentee có  ln volo d nrd ealnulaóeaoy el páoeáamay pccs la mis ma 
componed!  f eeo oCtenida mediante ia soluciónanalítica de Taylor-Green.
Lasegunda definición de error que utilizaremos es la del error cuadrático medio sobre linea. Este surge de utilizar la definición:

E rro rjj =  —M.„ N
5 3 ( t i c ( r i i / 2 , j )  -  u a { n T / 2 J ) ) 2 
j - í

La figura 4.5 muestra la linea sobre la cual se medirá el error de linea para el caso de la velocidad v en caso de utilizar una 
grilla regularuniforme(no densificada),mientras que lafigura 4 .6 lo  muestraparael casodegrilladensificada. Aquí se 
observaquealdensificaresposibledisponer
deunmayornumerodepuntosdentrodelalinea(lomismovalepara elcuadrado).Porultimo utilizaremoselmáximoerror 
localrelativodentro delalineautilizadaparacalcularelerrorenlinea.Estoes:

E rro rh j  = max j ) )
wn( í iJÍ/2 j  j j

Gri la de calcula, pla-no xy

n
Figura 4.4: Cuadrado en el cual se hace la medición del Error¡
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Grilla ae calcula, plano xv

s
Figura 4.5: G rilla u tilizada  p a ra  e l cálculo d e l error. n, = ny = 33 y  L x = L, = 1. con  grilla regular.

Grilla da calculo, plano sy

Figura 4.6: G rilla u tilizada  p a ra  e l cálculo d e l error. n>: = ny = 3 3 y L x = Lv = 1. con densificación en la d irección y.

4. Análisis para la densificación en la dirección y

Para poder realizar nuestra validación y estudio del código en su estado original, simulamos la evolución del flujo desde 
tiempo t0  =  0  hasta t1  =  0 .5  parapoderobtenerun valor delflujo en unestado de evolución que permita realizar las compa­
raciones con nuestro código pero no lo suficientemente avanzado para entrar en el régimen de inestabilidad característico del 
problemade Taylor-Green, utilizandounpasodetiempolosuficientementepequeñoparaasegurarel estrictocumplimiento 
de lascondicionesdeestabilidad.Elpasodetiempoautilizares porlotanto A t =  0 .0 0 0 0 5  de formaquelos erroresdebidos a 
la discretizaciontemporalpuedanserdespreciadosrespectoalasdiscretizacionesespaciales. Siseutilizaelesquematempo- 
ral de Adams-Bashforth2,entoncespara elcasomasdesfavorableennuestroscasosdeestudio(nx=ny=129)se tiene que At 
m't/c0  = 0.00551.Eldominiocuadradocomputacionalsediscretizaen n x x n y  nodosdelam alla, con n x  =  n y . El numero 
de Reynoldsdefinidoenestecasopor R e = 1 /v  esiguala 1000.Fijandolacantidaddenodosdediscretizaciondel dominio por 
n x = n y = 1 7 , n x = n y = 3 3 , n x = n y = 6 5  y nx=ny=129,yvariandoelparámetro de densificación py seobtienendistintos cuadros 
de error;losmismospuedenobservarseenlatesis de grado delIng.GustavoBordon(Depto.Ing.Mecanica, Fiuba,2014).
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Vale la pena aclarar que a medida que Py disminuye su valor, el grado de densificación aumenta, y por el contrario, cuando 
Py aumenta su valor, el grado de densificación disminuye, siendo por consiguiente la grilla, para el limite Py ^  <», del tipo 
regular. Observando los cuadros se puede ver entonces que para grandes valores de py los datos de error son prácticamente 
coincidentes con los casos donde se utiliza grilla regular, lo cual verifica que la implementación tiene un comportamiento 
coherente con lo explicado anteriormente.
Si graficamos, por ejemplo, el comportamiento del error para el caso de n x = n y = 3 3  variando el parámetro de densificación Py 
obtenemos las figuras 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 y 4.12 para cierto intervalo de densificación, las cuales representan los distintos 
valores para cada una de las definiciones de error que dimos anteriormente.

Figura 4.7: Error¡  de la componente x de la velocidad con densifica­
ción en la dirección y siendo. n = n = 33, L = L = 1 y t = 0,5.

x  y  x  y

Figura 4.8: Error¡  de la componente x de la velocidad con densifi­
cación en la dirección y siendo. n = n = 33, L = L = 1 y t = 0,5.x  y  ’  x  y

Figura 4.9: Error¡¡¡ de la componente x de la velocidad con densifi­
cación en la dirección y siendo. n = n = 33, L = L = 1 y t = 0,5.

x  y  x  y
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Figura 4.10: Error¡  de la componente y  de la velocidad con densifi­
cación en la dirección y siendo. n = n = 33, L = L = 1 y t = 0,5.

x  y  x  y

Figura 4.11: Error¡ de la componente y  de la velocidad con densifi­
cación en la dirección y siendo. n = n = 33, L = L = 1 y t = 0,5.J  x y  ’ x y  J  ’

Figura 4.7: Error¡¡¡ de la componente y  de la velocidad con densifi­
cación en la dirección y siendo. n = n = 33, L = L = 1 y t = 0,5.x  y  x  y

Si examinamos la figura 4.10 se observa que utilizando la 
densificación el error es menor con respecto al caso de grilla 
regular a partir de aproximadamente P,y > 2  encontrando su 
mínimo para algún valor de py entre 3  y 4  para luego tender 
nuevamente al error producido para el caso de grilla regular. 
El mínimo del error para la figuras 4.7, 4.8 y 4.9 se produce 
aproximadamente en py = 3 .7 5 . Para la figura 4.11 el error

mínimo corresponde aproximadamente a py = 3.5 y para la 
figura 4.12 a py = 3 .2 5 . Entonces, si se consideran las figuras 
con sus correspondientes definiciones de error, el valor de py 
para el cual el error es menor al caso de grilla regular es aun 
mayor y por ende el grado de densificación es menor.
En el caso, por ejemplo, en el que py =  2 , podemos ver 
que manteniendo el tamaño del dominio constante (en este
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caso L x  =  Ly  =  l ) y  variando el numero de nodoM(es decir, 
variando la nerolucidn de la gciDa), la aarlación doPe dencifi- 
cación máximo o ue a i  posibleo b lnney IdadapOTla reliaión 
Ay m in  /  A y u nan )  erm uy bnja.O  sea, pnea lur trescaiaena 
densificaciónproduairánoa MiaereocloenO-)  tamoeos deAy 
m in  y Ay m a x  de i a %.
En la figura 4 .i 3 s o puede ver lycüsttibutión óo lpsliferem 
cia entre los rampoe c k la oomponootM d e la v alncidad en le 
dirección y  palculaóp u nnabüca elevado a° cuadrado jrceen 
el caso sin elonsinearÍMu.En le figura 4 .CMre nepeesentn el 
caso correspondiente cuando se realiza una densificación. Se 
puede ver aquí para el caso densificado que si bien el orden 
del error es mas alto para los valores máximos que en el caso

degrillaregular,enelcentro(queesdondeserealiza la den­
sificación) estos valores de error encuentran sus mínimos, 
comoasí lomuestralafigura4.15,en la cualserepresenta la 
distribución del error local sobre una de las líneas centrales 
(ErrorlI). Enestafigura semuestraelerrorpara dos grados 
distintosdedensificacióncomparándolosala vez con el caso 
de grilla regular.Se observaque paraelcasode py = 3 .2 5  el 
erroresmenorquepara e lcasod egrilla  regularen todo el 
intervalodemedidaconsiderado,mientrasquepara el caso 
de Py =  2 .0 0  el error en lo s bordes es mayor que para el 
caso de grilla regular lo cual afectara entonces los cálculos 
de error para las otras definiciones.

Figura 4.13: C uadrado d e  la  d iferencia  d e  cam pos d e  la  com pon en te y  d e  la velocidad calculada con In eo m p a ctM  y  analítica  
(  wr ( x , y  )  - va ( x , y  ) f  u tilizan do una grilla  reg u la r. nx = ny = 65, L x = Ly = 1, t  = 0,5.

Figura 4.14: C uadrado d e  la  d iferencia  d e  cam pos d e  la  com ponen te  y  d e  la velocidad calculada con In eo m p a ctM  y  analítica  
(  uvc ( x , y  )  - va ( x , y  ) f  u tilizan do una grilla  densificada en la d irección y  con p a rám etro  d e  densificación
(3y  = 3,25. nx = ny = 65, L x = Ly = 1, t  = 0,5. N ó te se  qu e la escala, en com paración con la figu ra  4.13, es ta l q u e  represen ta  valores un orden  
d e  m agnitud mayor.
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Figura 4.15: C om paración  d e l error loca l (E rrorm) p a ra  dos grados d istin to s d e  densificación d e  grilla  y  grilla  regular, donde  
nx = «v = 65, Lx = L = /. S e  excluye e l valor correspondien te a y  = 0,5 p a ra  a s í  ev ita r  la  d ivisión p o r  cero.

5. Conclusiones

En este trabajo hemos hecho validación y estudio del comportamiento del código Incompact3d para distintos grados de 
densificaciónde la malla cartesianadediscretización, utilizando como caso de estudio los vórtices de Taylor-Green. Podemos 
entonces concluirque:
• Si bien para cierto grado de densificación en una sola dirección se logra obtener un error menor que para el caso de grilla 

regular, el gradodedensificaciónnoeselque podríaesperarseobtenerdadoque elmismoseencuentraaproximadamente 
por debajo del 20%;

• En trabajo futuro se procuraría efectuar densificación en las dos direcciones simultáneamente, esperando observar que el 
error logre ubicarseparaalgúnrango(Px,py)pordebajodelobtenidoutilizandounagrillaregular, yasimismoevaluar la 
viabilidad en la implementaciónatravésdelaestimacióndelostiempos decálculo respectivosala simulación con cada 
tipo de malla.
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